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RESUMEN

Esta nota describe, de manera sucinta, el principio de la regresiéon por etapas con
retro-eliminacion reiterada de individuos atipicos. La ilustracién, mediante ejem-
plos numéricos de dimensiones pequefias lo cual permite seguir el proceso metodolo-
gico con una simple calculadora y las tablas de las funciones de distribucién de las
variables aleatorias: T, Student-Fisher (1908) y X: de Helmert (1875) —muestra que:
la eliminacion progresiva de individuos atipicos uno a uno (12)— y no en grupos
(13), puesto que conllevaria un tiempo de célculo prohibitivo- conduce, en ocasiones,
a resultados muy distintos en cuanto a la ecuacién de regresion lineal estimada.

INTRODUCCION

Entre los cinco métodos' que nos permiten retener las variables mds correlaciona-
das con la variable a explicar por una parte y, las menos correlacionadas entre ellas por
otra, el mds difundido para la elaboraciéon de un modelo de regresién lineal multiple
—a partir de un conjunto de variables cuantitativas— es el de la regresiéon paso a paso
(stepwise regression, régression pas a pas). Este método, basado en la nocién del
coeficiente de correlacién parcial y en la contribucién marginal de cada variable ex-
plicativa, estd expuesto de forma didactica, en BAILLARGEON (1985, pp. 182-199).
Aunque éste es el mds difundido, sin embargo, hemos preferido retener el de la regre-
sién por etapas (stagewise regression, régression par étage) dado que, éste tltimo,
presenta la ventaja frente a los otros de que, en el proceso de eleccién de variables
permite minimizar las intercorrelaciones de las series explicadas por estudio del
residuo. En este sentido. PALM (27) indica que, las técnicas cldsicas tales como: la
seleccién progresiva, regresiva o paso a paso tienen en comin el «no garantizar
jamds la obtencién del mejor subconjunto de variables para un nimero dado de
variables».

' Todas las regresiones posibles, eliminacién progresiva, seleccién progresiva, regresion
paso a paso y regresion por etapas.
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Aunque el método de la cldsica regresién por etapas contemplado en DRAPER
y SMITH (1981, pp. 337-341), BOURBONNAIS y USUNIER (1992, pp. 119-121) y
BOURBONNAIS (1998, pp. 105-109) ya se ha aplicado y comparado con el de la
regresion paso a paso a principios de los afios setenta por LUND (24) sin embargo,
su difusién en cuanto a su exposicion e implementacién en un paquete de programas
de estadistica no ha sido la misma. Por tal motivo, esta nota se articula en dos partes
fundamentales: la primera, consiste en la presentacién de una exposicién —lo m4s
did4ctica posible— de la regresién por etapas con retro-eliminacion inicial reitera-
da de individuos atipicos. La segunda, consiste en la presentacién de un CONJUNTO
DE EJERCICIOS destinados a ilustrar el principio de dicha regresién.

PROCESO METODOLOGICO

El proceso metodolégico que proponemos en este articulo en el cual estd incluido
la clasica regresién por etapas, aunque ain no estd implementado integramente en
ningun paquete de programas de estadistica, «SE PUEDE RECONSTRUIR» —pero ya
no de forma automatica— haciendo uso de programas existentes en el mercado tales

como: el STATIab (9) y el STAT-ITCF (1).

La clésica regresiéon por etapas (6) permite minimizar las intercorrelaciones de
las variables exégenas de manera optimal.

Partimos de, una variable (explicada, respuesta, ex6gena, dependiente) y, de p
variables (explicativas, de control, enddgenas, independientes, regresoras) cuantitati-
vas.

FASES DEL PROCESO METODOLOGICO

1. Construccién de la tabla de datos originales.

La tabla de datos debe guardar la siguiente forma:

Y. X5 X Xi3 . . Xip
i X X X3 . . X
Y2 Xa1 X» X2 . . X
yn Xn 1 Xn2 Xn3 . : an

2. Construccién de la matriz de correlaciones de BRAVAIS-PEARSON entre las
variables explicativas.

La matriz de correlaciones viene definida de la siguiente manera:

268



donde,
1
P=X"X- HXTlnlzX

D,: matriz constituida por los elementos de la diagonal de P.

X: matriz que contiene las variables explicativas de dimensién nxp.

Una interpretacion detallada del significado del coeficiente de correlacién lineal de
BRAVAIS-PEARSON se encuentra en DROESBEKE (1988, pp. 335-341)

Conviene evitar correlaciones entre variables explicativas con valor absoluto
cercano a 1 y tratar de evitar situaciones en las que, la correlacién entre las varia-
bles explicativas sea mayor que, la correlacién de esas variables con la variable
explicada.

3. Test de deteccion de una posible presuncion de multicolinealidad.

Entre el test de KLEIN y el test d¢ FARRAR y GLAUBER existen diferencias,
en cuanto a la deteccién de una posible presuncién de multicolinealidad (6). El
principal motivo por el cual hemos retenido, en nuestro proceso metodolégico, el test
de FARRAR y GLAUBER es que, éste, se basa en una ley de probabilidad mien-
tras el de KLEIN no. La ley de probabilidad es la %* de Helmert (1875). El
desarrollo de estos dos test, asi como, un ejemplo en el cual, se muestran diferencias
—en cuanto a sus resultados— se encuentran, de forma didactica, en BOURBON-
NAIS (1998, pp. 100-103). Una exposicion exhaustiva del test de FARRAR y
GLAUBER se encuentra en (19). Con respecto al test de FARRAR y GLAUBER,
el resultado negativo de una posible presuncién de multicolinealidad, puede verse
cambiado por una diminucién en el nivel de significacién, como se observa mds
adelante, en esta nota.

La regla general de decision del test de FARRAR y GLAUBER extraida de
BOURBONNAIS (1998, pp. 101-103) y adaptada a nuestra nomenclatura es la si-
guiente,

[2(p+1)+ 5]} 1

Si {(n— 1)- 6 loge[Det(R)]S in(w) (1- o) se acepta H,, no hay pre-
sunciéon de multicolinealidad.
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[2(p+1)+5]

Si [(n-1)- =

log,[Det(R)]> i:I«‘XM (I-a) se rechaza H,, hay presun-
cién de multicolinealidad. —

Donde,

n: es el nimero de individuos activos en el modelo de regresién lineal.

p: es el nimero de variables explicativas.

Det (R): es el determinante de la matriz de correlaciones entre las variables expli-
cativas.

=)

FX?’(P”)

2

x* de Helmert (1875) con p(p+1)/2 grados de libertad y para un area de (1-ov).

:es la funcidn inversa de la funcion de distribucion de la variable aleatoria

4. Estudio de la matriz simétrica definida positiva.
( 13': 111 1:5 X(r))
T T
X(r) ln X(r) X(r)

donde,

eR"

X(r) :es la matriz —no aleatoria— de dimensién (n, r+1) que contiene las variables
explicativas retenidas en la r-ésima etapa.

Una matriz de esta forma va a ser —desde un punto de vista operativo— el eje
central del proceso de elecciéon de variables. Tendremos que invertirla tantas veces
como variables retenidas, aumentando asi su orden sucesivamente desde 2 hasta las
variables retenidas mas 1.

Cuando esta matriz sea singular es aconsejable llevar a cabo alguna de estas dos
situaciones:

1. La eliminacion de una o mas variables explicativas.

2. La aplicacion de alguna de las técnicas de regresiéon puestas a punto para
atenuar los efectos de la multicolinealidad.
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Entre estas técnicas, vamos a exponer —tan s6lo— los principios de cinco de ellas.
Tres de ellos, estdn basados en el calculo de nuevas variables explicativas, siendo las
siguientes:

e La regresién en funcién de las componentes principales.

e La regresion propuesta por WESTER, GUNST y MASSON (1974).

e La regresién por los minimos cuadrados parciales propuesta por Harald MAR-
TENS, Herald WOLD y Svante WOLD (1983).

Y las dos restantes en los estimadores «estrechos», siendo estas:
° La regresién pseudo-ortogonal (1970)
e La regresion utilizando los estimadores de JAMES y STEIN (1961)

Estas cinco técnicas estin expuestas —de forma didactica— en el articulo de
PALM y IEMMA (28).

Una exposicién exhaustiva de otras técnicas, derivadas de la regresién con res-
tricciones lineales y no lineales, se encuentran contempladas en los articulos de
CAZES (10,11).

Fases del procedimiento metodolégico

1. Elegir como primera variable explicativa aquella cuyo coeficiente de correla-
cién lineal con la variable sea el méaximo.

2. Consideremos que la variable elegida ha sido la x,.

3. Contrastar, si el coeficiente de correlacién poblacional entre la variable expli-
cada y la variable explicativa elegida es —significativamente— diferente a cero.

4. El modelo lineal, bajo la forma matricial, a una variable explicativa y,n obser-
vaciones —en la primera etapa— puede escribirse de la siguiente forma:

YEI) 1 x,, EEI)
v 1 x, pw ef’
= . ?1) +
LB
w) s e
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4
1)
Y2 )
. €: es un vector aleatorio observable con valores en R”.
O
yl'l
1 x,
1 x,,
. (1]| X(1)) matriz de datos de dimensién (n,2) que contiene:

1 x,

1

1

1, = e R"
1

X yy: matriz de datos no aleatoria observada que contiene la primera variable rete-
nida en la primera etapa.

m
2 . 4
(B?I)j € R%: es un vector no aleatorio no observable con valores en que contiene
1

los pardmetros desconocidos del modelo en la primera etapa.

cW

W

€
2
€: es un vector aleatorio no observable con valores en R".

g

A partir de este modelo, pretendemos estimar el vector no aleatorio —no observa-
ble— que contiene los pardmetros del modelo lineal: B

(1)
=5

Para ello, aplicamos el método de minimos cuadrados ordinaries (MCO) que
consiste en minimizar la suma de cuadrados de los errores (Bourbonnais, 1998, pp.
49-50). Diferenciando esta suma de cuadrados con respecto a B e igualando a cero
obtenemos el vector aleatorio B,

A T T -1 T
o (B [LL o LXq | (1
& - T P T
BY) Xl XoXw) (X

(1)
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Dado que B“’ es funcién de y", éste es un vector aleatorio y, por lo tanto, sus
componentes B!V y B!, son variables aleatorias. Si en esta expresién sustituimos el
vector aleatorio —observable— y'” por un vector concreto, obtendremos las estimacio-
nes de los pardmetros ﬁg” y B!!. Estas estimaciones las expresamos por: iy B’f“).

Finalmente el modelo estimado —en la primera etapa— se expresa de la siguiente
manera:

Y= +Bix

i

Ciélculo de los siguientes indicadores:

a: residuos

b: residuos normalizados

c: residuos estudentizados

d: distancia de Dennis R. COOK

Estos cuatro indicadores —recogidos en MONTGOMERY y RUNGER (1996, pp.
571-579)— se encuentran adaptados a nuestra nomenclatura de la siguiente manera.

a: residuos e ,r= 1,2,..p

El vector aleatorio residuo, correspondiente a la primera etapa, viene definido de
la siguiente forma:

()

Yi 1 Xy
(1)
Y2 L Xy |rro
) 0
e’ = - A
()
1
yf,]) 1 an
donde,
(1)
¥
()
Y2
€ R": es un vector aleatorio observable con valores en R" asociado a la primera
etapa.
()]
Ya
1 %,
1 x; B(l)
0 : . .
~ | € R": es un vector aleatorio con vaores en R" asociado a la primera etapa
B
1 an

(1)

cuya i-ésima observacién la podemos expresar por, e

273



El vector residuo estimado —en la primera etapa— lo expresamos con la siguien-
te notacién, e

b: residuos normalizados: ei’),r =1,..,p
Los residuos normalizados se calculan a partir de los residuos.

El vector residuo normalizado estimado —en la primera etapa— lo expresamos
con la siguiente notacién, e'™.

La i-ésima observacion de este vector la calculamos utilizando la férmula:

6?(1)

e:i(‘) =

c: residuos estudentizados: eEr),r: L...,p

Los residuos estudentizados se calculan a partir de los residuos normalizados.

El vector residuo estudentizado estimado —en la primera etapa— lo expresamos
con la siguiente notacidn, e’t“(”.
La i-ésima observacion de este vector la calculamos utilizando la férmula:

#(1)
#(1) — esi

) \/[l_ hﬁ]

d: Distancia de Dennis R. COOK: D(r),rz 1...,p

€

La distancia de Dennis R. COOK se calcula a partir de los residuos estuden-
tizados.

El vector distancia de COOK estimado —en la primera etapa— lo expresamos
. p'
asi: D,

La i-ésima observacién de este vector la calculamos utilizando la férmula siguiente:

2
H’)} hij
D‘(l) _ 1

b (e n)(-hy)]

donde:

p: es el ndmero de variables explicativas vy,

h;: es el i-ésimo elemento que estd en la diagonal principal de la matriz H
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H=X(X"X) X"
Siendo X la matriz del modelo lineal de la dimensién (n, p+1).

Entre estos cuatro indicadores —ya definidos— hemos de indicar que, en el pro-
ceso metodolégico, hemos retenido el de la distancia de COOK (12). Un individuo
se considera atipico cuando la distancia de COOK es mayor que 1 tal como, indican
MONTGOMERY y RUNGER (1996, pp. 571-579). En este caso, procedemos a su
eliminacién e reiniciaremos el proceso metodolégico con un individuo menos ya que,
si no, podria afectar en la eleccién del modelo lineal retenido. Este punto estd
desarrollado en uno de los dos ejercicios propuestos en esta nota.

La distancia de COOK segtn indican PALM y IEMMA (27), es una funcién
creciente del cuadrado del residuo y de una medida del alejamiento del individuo en
relacion al, centro de gravedad —de la nube de puntos— en el espacio de las variables
explicadas, siquiera si su regresién comporta un término independiente. Esta distancia
estd directamente relacionada con la distancia de MAHALANOBIS entre un indivi-
duo y el vector de las medias (30). Una exposicién didictica de la distancia de
MAHALANOBIS se encuentra en DAGNELIE (1977, pp. 227-250). Para una expo-
sicion exhaustiva ver el articulo de MAHALANOBIS (25).

Deteccién de una eventual dependencia de los errores.

Entre el test de DURBIN y WATSON vy el test de BREUSCH-GODFREY, hemos
retenido este Ultimo dado que, mientras el primero s6lo permite detectar una autoco-
rrelacién de orden 1 el segundo, permite contrastar una autocorrelacién de orden su-
perior a 1. El test d¢ BREUSCH-GODFREY se basa en la ley de probabilidad de la
v’ de Helmert (1985). El desarrollo de este test, asi como, una comparacién con el
DURBIN y WATSON, se encuentra —de forma didactica— en BOURBONNAIS
(1998, pp. 116-120). Para una exposicién exhaustiva del test de BREUSCH-GODFREY

revisar (8,22).
Test para detectar la normalidad de los errores.

Entre los tests de asimetria y kurtosis, y el test de JARQUE y BERA, retenemos
el de JARQUE y BERA dado que, esta fundamentado en la nocién de asimetria y de
kurtosis. Este test, permite verificar la normalidad de una distribucién estadistica. El
test de JARQUE y BERA, al igual que el test de FARRAR y GLAUBER, se basan en
la ley de probabilidad de la x> de Helmert (1985). El desarrollo de este test, se encuen-
tra —de forma did4ctica— en BOURBONNAIS (1998, p. 220). Para una exposicién
exhaustiva del test ver los articulos de JARQUE y BERA (4,5).

El proceso metodolégico continda en el caso que estos dos test den negativos.
6. Elegir como segunda variable explicativa, aquella cuyo coeficiente de correla-

cion lineal de BRAVAIS-PEARSON con la variable residual estimada —en la primera
etapa— sea maximo.
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Xy X, X, . . X

e® T I T ) . r

e'x, €)X, e"(h,X, e,

6. Consideremos que la variable elegida ha sido la x,.

7. Contrastar, si el coeficiente de correlacion pblacional entre la variable residual
estimada —en la primera etapa— y la variable explicada elegida es —significativa-
mente— diferente de cero.

La regla general de decision asociada al test de hipétesis bilateral —para el coefi-
ciente de correlacién poblacional— que a continuacién presentamos,

HO:pe*(l),Xz =0
Hl:peﬂ:(l)’X2 #0

adaptada a nuestra nomenclatura es la siguiente:

-1 ) -1
o €, X o
Si FT 3 (E] <yn-2 =< FT " (l_j) se acepta H,
n—

-1 1.%(1) =1
o e, x a
si Fr [2) >n-2 —> Fr [1_5) se acepta H,
n-2 1- ré:p(l) - n-2

ﬁTn—2 [Zj ¥ ﬁTn—2 [1—3)

representan las funciones inversas de la funcién de distribucién de la variable aleatoria
T de Student-Fisher con n-2 grados de libertad para un drea de

o o :
= ¥y 1-+ respectivamente.
2 2

El proceso de eleccién de variables continda mientras que, se vaya rechazando la
hipétesis nula. Consideraremos que se rechaza la hipétesis nula para que el proceso
continde.
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8. [El modelo lineal, bajo la forma matricial, a dos variables explicativas y, n
observaciones —en la segunda etapa— puede escribirse de la siguiente forma:

(2) (2)
i 1 X, Xy €
@) (2) ©)
D) 1 Xy Xy By €,
_ (2)
= . B |+
. )
2
y,(f) I Xy X E(nz)

Para evitar posibles reiteraciones, el significado de las matrices que aparecen en
este férmula es el mismo que en la primera etapa. Lo dnico que varia son: las dimen-
siones de la matriz de datos y la de pardmetros.

A partir de este modelo, pretendemos estimar el vector no aleatorio —no observa-
ble— que contiene los pardmetros del modelo lineal a estimar B

@)
B = B%)
B3

Para ello, aplicamos el método de minimos cuadrados ordinarios (MCO) y obtenemos,

B\E)Z) lTl ITX -1 T
o = | g =[ bl L, (z)) (lnT jyo)
Béz) Xyl @X@) X2

2

Dado que B es funcién de y'?, éste, es un vector aleatorio y, por lo tanto, sus
componentes 3\, 312y §(2), son variables aleatorias. Si en esta expresién sustituimos
el vector aleatorio —observable— y(2) por un vector concreto, obtendremos las esti-
maciones de los parametros. B, B>y B'?. Estas estimaciones las expresamos por:
240) A2 o Au()

Bo-Biy B,

Finalmente el modelo estimado —en la segunda etapa— se expresa en la siguiente
manera,

v =B+ B, + B,

9. Cilculo de los siguientes indicadores
* residuos
* residuos normalizados
* residuos estudentizados

* distancia de Dennis R. COOK
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Para la i-ésima observacion el residuo correspondiente —en la segunda etapa— se
expresa de la siguiente manera: e®

Dado que, en esta etapa se aplican las mismas férmulas que en la primera, omi-
timos las férmulas para el célculo de los nuevos indicadores.

Si en esta etapa, hubiese habido al menos un individuo atipico cuya distancia de
COOK es mayor que 1, habria que eliminarlo y, reiniciar el proceso metodolégico con
un individuo menos.

10. Elegir como tercera variable explicativa, aquella cuyo coeficiente de correla-
cién lineal de BRAVAIS-PEARSON con la variable residual estimada —en la segunda
etapa— sea maximo.

X, X, X, X, a X

Q)

e",x, e'),x, e,x, e,x, ¥ e0x,

11. Consideremos que la variable elegida ha sido x,.

12. Contrastar, si el coeficiente de correlacién poblacional entre la variable resi-
dual estimada en la segunda etapa y la variable explicada elegida es —significativa-
mente— diferente a cero.

Igualmente, dado que, en esta etapa se aplican las mismas férmulas que en la
primera, omitimos las férmulas que nos permiten tomar la decisién de seguir rechazan-
do la hipétesis nula.

El proceso de eleccion de variables continuard mientras se vaya rechazando la
hipétesis nula. Consideremos que se rechaza la hipétesis nula para que el proceso
continte.

13. El modelo lineal, bajo la forma matricial, a tres variables explicativas y, n
observaciones —en la tercera etapa— puede escribirse de la siguiente forma:

€)

zb) 1 X, X5 X3 pe Eg;

%3) 1 Xy X5 Xps %?3) €
= . 3) +

: B?s) 5

YS) 1 X X X3 3 S

A partir de éste modelo, pretendemos estimar el vector no aleatorlo —no observa-
ble— que contiene los pardmetros del modelo lineal a estimar: B o

(
By
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Para ello, aplicamos el método de minimos cuadrados ordinarios (MCO) y obtene-
mos,

R0
0
BO| (1M, 1™y )

T
6(3) _ _ ntn 3) ln 3

G) |~ T T T Y
B> Xl XeXe) (Xo

g

Dado que 33 es funcién de y3, éste, es un vector aleatorio y, por tanto, sus
componentes 353), ﬁ(l”, ﬁ‘;) y ﬁg”, son variables aleatorias. Si en esta expresién sus-
tituimos el vector aleatorio —observable— y3 por un vector concreto, obtendremos las
estimaciones de los pardmetros Bﬁf), [3([3), B(;’, y [3(33’. Estas estimaciones las expresa-

mos por: B;‘»‘), ﬁr(»ﬂ’ 6;(3)}, ﬁ;(z)'

Finalmente el modelo estimado —en la tercera etapa— se expresa de la siguiente
manera:

v = Bg(a) + 3;-(3)X1 + B;(a)xz + 33(3)&
14. Calculo de los siguientes indicadores:
* residuos
* residuos normalizados
* residuos estudentizados
* distancia de Dennis R. COOK

Para la i-ésima observacioén el residuo corrspondiente —en la tercera etapa— viene
dado mediante la siguiente expresién e”:

Dado que, en esta etapa se aplican las mismas férmulas que en la primera etapa,
omitimos las férmulas para el cédlculo de los nuevos indicadores.

Si en esta etapa hubiese habido al menos un individuo cuya distancia de COOK es
mayor que 1 habria que eliminarlo y reiniciar el proceso metodolégico con un indivi-
duo menos.

15. Elegir como cuarta variable explicativa aquella cuyo coeficiente de correla-
cién lineal de BRAVAIS-PEARSON con la variable residual estimada —en la tercera
etapa— sea maximo.

X, X, X, X, . X,

*3)
e I r r r : Bgmrs,

ey, €3,x, e X, e X,
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16. Consideramos que la variable elegida ha sido la x,.

17. Contrastar, si el coeficiente de correlaciéon poblacional entre la variable resi-
dual estimada —en la tercera etapa— y la variable explicada elegida es —significati-
vamente— diferente de cero.

Dado que, en esta primera etapa se aplican las mismas férmulas que en la primera
etapa, omitimos las férmulas que nos permiten tomar la decisién de seguir rechazando
la hipdétesis nula.

El proceso de eleccién de variables se detiene dado que, aceptamos la hipdtesis
nula.

Asi pues, la ecuacidn de regresion lineal estimada retenida, se expresa de la si-
guiente manera:

y*(B) = BSG) + B?G)Xl + B;G)Xz + 62(3)X3

Consideraciones sobre el nimero de variables explicativas

Estudios realizados por FURNIVAL y WILSON (1971, 1974) recomiendan que,
cuando el nimero de variables explicativas es superior a 40, es aconsejable utilizar la
técnica de la regresién en componentes principales que a su vez, actia contra las
variables que estdn —significativamente— correlacionadas entre si. Independiente-
mente del nimero de variables explicativas LEBART, MORINEAU y PIRON (1995,
pp. 233-237) recomiendan la realizacién de la regresiéon considerando, como variables
explicativas, las componentes principales mas significativas.

Consideraciones sobre la validez de los resultados de una regresion

Entre los dos criterios que miden la calidad de una ecuacién de regresién: 1, la
desviacion tipica residual y 2, el coeficiente de determinacién miltiple ajustado, el
segundo, puede conducir a errores de interpretacién ya que, la ecuacién que tiene el
coeficiente de determinacién multiple mas grande, no tiene —necesariamente— la
varianza residual mas débil. El valor mas elevado del coeficiente puede ser debido, en
efecto, a una varianza mas grande de las variables explicadas.

Para evitar la situacién de que la varianza residual estimada pudiera dar —en la
practica— una idea demasiado optimal de la calidad de la ecuacién de regresion-
cuando los mismos datos sirvan para establecer la ecuacién y cifrar su prevision reco-
mendamos, «técnicas basadas en la separacion de los datos en dos o mds conjuntos y
en la validacién cruzada». La solucién més directa consiste en, repartir los datos en dos
grupos: un grupo servird para determinar el modelo y, el otro para apreciar la calidad
del modelo, calculando —por ejemplo— el cuadrado medio del error de prediccién, si
el objetivo fuera el de definir la calidad predictiva del modelo. Esta validacién es
aceptada si el tamafio de la muestra es suficiente. SNEE (1977) considera que, el
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tamafio debe ser superior a 2p+20, siendo p el mayor gran nimero de coeficientes,
susceptibles de ser introducidos en la ecuacion.

Nota: el modelo es correcto si los residuos reducidos estimados se encuentran entre
-2 y 2 tal como indican TOMASSONE y colaboradores (1992, p. 24).
Ejercicios destinados a ilustrar el proceso metodolégico

Los dos ejercicios que tratamos, no constituyen mas que, un soporte —practico—
destinado a ilustrar los principios expuestos.

Primer ejercicio

En este ejercicio aplicamos el proceso metodoldgico propuesto y observamos que,
el test de FARRAR y GLAUBER conduce a resultados distintos cuando variamos
ligeramente el nivel de signifcacion.

Proceso preparatorio al procedimiento metodolégico

1. Construccién de la tabla de datos originales

X; X, X X3
15 1 2 3
31 2 5 6
37 3 6 7
49 4 7 10
57 5 9 11

2. Construccion de la matriz de correlaciones de BRAVAIS-PEARSON entre las
variables explicativas.

X, X, X,
X, 1 0,9774 0,9853
X, - 1 0,9751
X, — — 1

3. Test de deteccién de una posible presuncién de multicolinealidad.

Como resultado de la aplicacion de la regla general de decisién del test de FA-
RRAR y GLAUBER concluimos que, para:
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a) un nivel de significacién de 0,05
12,3944 < 12,592

y por tanto, aceptamos la hipétesis nula; es decir, no hay presuncién de multicoli-
nealidad.

b) un nivel de significacién de 0,01
12,3944 > 10,645

y por tanto, rechazamos la hipétesis nula; es decir, hay presuncién de multicolinea-
lidad.

Fases del procedimiento metodoldgico

1. Elegir como primera variable explicativa, aquella cuyo coeficiente de correla-
cién lineal con la variable explicada sea el maximo.

X, X, X,

y 0,9903 0,9893 0,9969

2. La variable elegida ha sido la x,.
3. Contrastar, si el coeficiente de correlacién poblacional entre la variable
explicada y la variable explicativa elegida, es —significativamente— diferente a

Cero.

El test de hipétesis que hay que realizar es el siguiente,
Ho:pY7X3 = O
Hypyx, # 0

Como resultado de la apliacién de la regla general de decisién de dicho test con-
cluimos que, como:

3,182 > 21,9459 > 3,182

Para un nivel de significacién de 0,05 rechazamos la hipétesis nula y, por con-
siguiente, el proceso de eleccién de variables continia.

4. El vector aleatorio B“) en nuestro caso concreto, estd definido de la siguiente
manera:
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(1)
Vi
11 1)
7 10 11 Yg

1)
y
yo

)
)

BY (5 37Y(11
B0)=137315) (36

Haciendo las operaciones de inversién y multiplicacién de matrices deducimos

facilmente que,

yi"

()

[Agwj 1 [204 93 56 -55 -9zj y(zl)

0| 206(-22 -7 -2 13 18 s
. 7

1)
Ys

Por consiguiente, la estimacién de dicho vector se calcula sustituyendo el vector
aleatorio —observable— y"" por el vector realizacion.

15
[@gm))_ 1 (204 93 56 -55 -92) a
B;(l) 206(-22 -7 -2 13 18 49
57

Llegando al resultado final:
B:0) 10,3689
B-;(l) ~ 15,0583

De lo que se desprende que, la ecuacién de regresion estimada, adopta la siguiente
forma:

y'®'=0,3689+5,0583 x,

5. El célculo de las estimaciones de los cuatro indicadores expresados —en la
primera etapa— se refleja en la siguiente tabla:

Resid Residuos Residuos Distancia de
Yi esiauos normalizados | estudentizados COOK
! estimados 2 . .
estimados estimados estimada
15 -0,5438 -0,3650 -0,6353 0,4095
31 0,2813 0,1888 0,2177 0,0078
37 1,2230 0,8208 0,9199 0,1084
49 -1,9519 -1,3100 -1,6427 0,7725
57 0,9898 0,6643 0,9534 0,4818
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El hecho de que, no se detecte ninguna distancia de COOK superior a 1 nos indica
que «no hay ningin individuo atipico» y, por consiguiente, no es necesario reiniciar
el proceso metodolégico.

6. Elegimos como segunda variable explicativa, aquella cuyo coeficiente de co-
rrelacién lineal de BRAVAIS-PEARSON con la variable residual estimada —en la

primera etapa— sea mAximo.

X, X, X,

g™ 0,1016 0,2172 0,0000

7. La variable elegida ha sido la x,.
8. Contrastar, si el coeficiente de correlacién poblacional entre la variable resi-
dual estimada —en la primera etapa— y la variable explicada elegida es —significa-

tivamente— diferente de cero.

El test de hipétesis que hay que realizar es el siguiente:

HO . p e*“),xz = 0

Hl:pe““),xz #0

Como resultado de la aplicacién de la regla general de decisién de dicho test
concluimos que, como:

-3,182 < 0,3854 < 3,182

Para un nivel de significacién de 0,05 aceptamos la hipétesis nula y, por consi-
guiente, el proceso de eleccién de variables se para.

Asf pues, el modelo estimado se expresa por,
y*® = 0,3689 + 5,0583 x,
Segundo ejercicio
En este ejercicio, aplicamos el proceso metodoldgico bajo dos situaciones.
Primera: consideramos —«a priori»— que, no hay ningin individuo atipico.

Segunda: consideramos que en el supuesto de existencia de atipicidad individual se
reiniciara el proceso.

Primera situacidn: en este ejercicio, vamos a mostrar —tan sélo— el proceso
metodolégico, sin la inclusién de los tres tests de hipétesis, contenidos en el proceso
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metodoldgico: test de FARRAR y GLAUBER, test d¢ BREUSCH-GODFREY vy test
de JARQUE y BERA. El ciélculo de la distancia de COOK, también la hemos omitido
ya que, hemos considerado «a priori» que no hay ningin individuo atipico.

Proceso preparatorio al procedimiento metodolégico

1. Construccién de la tabla de datos originales

Yi X X Xi}
1 -3 5 .
0 =) 0 1
0 -1 -3 1
1 0 -4 0
2 1 -3 -1
3 2 0 =1
3 3 5 1

2. Construccidn de la matriz de correlaciones de BRAVAIS-PEARSON entre las
variables explicativas.

X, X, X3
X, 1 0 0
Xz I 1 0
X, — — 1

Fases del proceso metodoldgico

1. Elegir como primera variable explicativa, aquella cuyo coeficiente de correla-
cién lineal con la variable explicada sea el maximo.

Xy Xy X3

y 0,8489 0,3501 -0,3930

2. La variable elegida ha sido la x,.

3. Contrastar, si el coeficiente de correlacién poblacional entre la variable expli-
cada y la variable explicativa elegida es —significativamente— diferente de cero.
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El test de hipétesis que hay que realizar es el siguiente.
Hoszaxl = O
H1:Py,x1 #0

Como resultado de la aplicaciéon de la regla general de decision de dicho test
concluimos que, como:

-2,015 > 3,5913 > 2,015

Para un nivel de significacién del 0,1 rechazamos la hipétesis nula y, por con-
siguiente, el proceso de eleccion de variables continda.

4. El vector aleatorio [3“), en nuestro caso concreto, estd definido de la siguiente
manera:

PN — O = oW

3038

— e ek

Haciendo uso de las operaciones de inversién y de multiplicacién de matrices
deducimos facilmente que,

;2

4
1 _% Ygl)
4 e
2
1 A )
FOY 4 4119
Pl=ol1 o]y
ﬁ(l) 7 o
1 1| |y
1 = 5

4
) vy
1 = )
4 Y7

; 3

4

Por consiguiente, la estimacién de dicho vector se calcula sustituyendo el vector
aleatorio —observable— y por el vector realizacién.
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Llegando al resultado final,

—
1

—
1

—
1

,_
AW R[N DA I~ ORI DD W

L W NN = OO o =

B:) (14286
g?m ~ 10,5000

De lo que se desprende que, la ecuacién de regresion estimada —en la primera

etapa— adopta la siguiente forma,

v = 1,4286 + 0,5000 x,

5. Calculo del vector residuos estimado —en la primera etapa— mediante la

ecuacion de regresion.

()

1,0714
-0,4286
-0,9286

=|-0,4286

0,0714
0,5714
0,0714

6. Elegir como segunda variable explicativa, aquella cuyo coeficiente de correla-
cién lineal de BRAVAIS-PEARSON con la variable residual estimada —en la primera

etapa— sea maximo.

e’ 0,0000

0,6623

-0,7406
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7. La variable elegida ha sido x,.

8. Contrastar, si el coeficiente de correlacion poblacional entre la variable resi-
dual estimada —en la primera etapa— y la variable explicativa elegida es —signifi-
cativamente— diferente de cero.

El test de hipétesis que hay que realizar es el siguiente.

HO:pe*U)’XB =0

H‘:pe*“l,x3 #0

Como resultado de la aplicacién de la regla general de decision de dicho test
concluimos que, como:

-2,015 > 2,4645 >2,015

Para un nivel de significacién del 0,1 rechazamos la hipétesis nula y, por con-
siguiente, el proceso de eleccion de variables continia.

9. El vector aleatorio Bm, en este caso concreto, estd definido de la siguiente
manera,

(2)

. Y1
1 -3 -1 ygz)

1 2 1
h(2) 1 yg)
Bo 7 0011 -1 1 o)
B [=|028 0 |1 0 Of |7}
go) (0 06) |1 1 -1 Y
: 2)
1 2 -1|1]%
13 1)y
vy

Haciendo uso de las operaciones de inversiéon y de multiplicacién de matrices
deducimos facilmente que,
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A (2)
0

o)
By

R(2)
3

S o= o= o

RN —= AN — O~

(2)
Yi

2
¥

(2)
Y3

(2)
Y4

(2)
Ys

(2)
Ys

(2)
Y7

N B N e R (SO [ IO,

Por consiguiente, la estimacién de dicho vector se calcula sustituyendo el vector
aleatorio —observable— y* por el vector realizacion.

T

1 3 1
7 28 6
1 2 1
7 28 6| (1
11 1ilo
i) |7 28 6],
ﬁ}::(z) - % oll1
B;(Z) 1 | 1 2
7 28 6|3
1 2 1]\3
7 28 6
1 3 1
7 28 6
llegando el resultado final,
By 14286
B:@ |=| 05000
6;(2) -0,5000

De lo que se desprende que, la ecuacién de regresion estimada —en la segunda
etapa— adopta la siguiente forma.

v = 1,4286+0,5000 x, - 0,5000 x,
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10. Calculo del vector residuo estimado —en la segunda etapa— mediante la
ecuacion de regresion.

0,5714
0,0714
-0,4286
e’ =|-0,4286
-0,4286
0,0714
0,5714

11. Elegir como tercera variable explicativa, aquella cuyo coeficiente de correla-
ci6n lineal de BRAVAIS-PEARSON con la variable residual —en la segunda etapa—
sea maximo.

Xy X, X3

e® 0,0000 0,9901 0,0000

12. La variable elegida ha sido la x,

13. Contrastar, si el coeficiente de correlacién poblacional entre la variable resi-
dual estimada —en la segunda etapa— y la variable explicativa elegida es -significa-
tivamente— diferente de cero.

El test de hipétesis que hay que realizar es el siguiente:

Hozpe*(z),xz =0

lepe,,_,(z),x2 #0

Como resultado de la aplicacién de la regla general de decisién de dicho test
concluimos que, como:

-2,015 > 15,6926 < 2,015

Para un nivel de significacién del 0,1 rechazamos la hipétesis nula y, por con-
siguiente, el proceso de eleccién de variables continda.

14. El vector aleatorio [3(3), en nuestro caso concreto, esta definido por la siguien-
te manera.
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R(3)
0

A@3)
B |
B(s)

3

R(3)

2

7 0 0 0}

028 0 O

100 6 0

0 0 084

1

3-15
210
-1 1-3
00 -4
l1-1-3
2-10
315

(3)
Yi

(3)
Ya

(3)
Y3

(3)
Y4

(3)
Ys

(3)
Ys

(3)
Y7

haciendo uso de las operaciones de inversién y de multiplicacién de matrices deduci-

mos facilmente que,

ﬁ(s)

0

R (3)

By’

R(3)
3

&)
2

13
7 28
12
7 28
11
7 28
RE

N

11
7 28
12
7 28
13
7 28

T

L

6 54

1

5 0|

1 3|y

6 i4 e

0-— (3)
e

L3y

6 84|y

1

0 vy

L3

6 84

Por consiguiente, la estimacién de dicho vector se calcula sustituyendo el vector
aleatorio —observable— y® por el vector realizacién.

R#(3)
0

ﬁ*@)

1

B*(a)
3

R#(3)
2

1 3
7 28
1 2
7 28
1 1
7 28
1
=7 0
1 1
7 28
1 2
7 28
1 3
7 28

T

15
6 54
|
s % ln
L 310
6 84|,
4
0 o ||
1 3|2
6 843
1 3
< 0
15
6 84

291



llegando al resultado final,

B 14286
B:0) 0,5000

[g;m ~1-0,5000
g 0,1190

de lo que se desprende que, la ecuacién de regresion estimada —en la tercera etapa—
adopta la siguiente forma,

y'® = 1,4286+ 0,5000 x, — 0,5000 x, +0,1190 x,

El vector residuo estimado —en la tercera etapa— mediante la ecuacién de regre-
sién es:

-0,0236

0,0714
-0,0716
e =] 00474
-0,0716

0,0714
-0,0236

Comentario

La entrada progresiva de las variables en la ecuacién de regresion, es funcién del
nivel de significacién. De tal manera que, cuando el nivel de significacién aumenta, es
posible la entrada de mds variables. en concreto, cuando:

— el nivel de significacién es 0,01 no entra ninguna variable.

— el nivel de significacién es 0,05 entra la Xx,.

— el nivel de significacién es 0,1 entran las tres en el siguiente orden: 1° x,,
2°x,y3°x
3 2

Segunda situacién: consideramos que hay individuos atipicos y, por consiguiente,
reiniciaremos el proceso metodologico.
Proceso preparatorio al proceso metodologico

Omitimos este proceso ya que es el mismo que en la primera situacién.
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Fases de proceso metodologico

Omitimos las cuatro primeras fases ya que son las mismas que en la primera

situacion.

1. Laecuacion de regresion estimada —en la primera etapa— adopta la siguiente

forma:

vy = 1,4286 +0,5000 x,

2. El célculo de las estimaciones de los cuatro indicadores expresados —en la
primera etapa— se refleja en la siguiente tabla.

Resid Residuos Residuos Distancia de
\ esiauos normalizados | estudentizados COOK
! estimados . . )
estimados estimados estimada
1 1,0714 1,4541 1,9887 1,7104*
0 -0,4286 -0,5817 -0,6883 0,0948
0 -0,9286 —-1,2603 —-1,3905 0,2102
1 -0,4286 -0,5817 -0,6283 0,0329
2 0,0714 0,0969 0,1110 0,0013
3 0,5714 0,7755 0,9176 0,1684
3 0,0714 0,0969 0,1324 0,0076

Teniendo en cuenta el criterio adoptado sobre la distancia de COOK, eliminamos

el primer individuo.

Reinicializacion del proceso metodoldgico

3. Construccién de la nueva matriz de datos

yl Xil X Xi3
0 ) 0 1
0 | -3 1
1 0 —4 0
2 1 -3 -1
3 2 0 -1
3 3 5 1
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4. Construccidn de la matriz de correlaciones de BRAVAIS-PEARSON entre las
variables explicativas.

Xy 23 X3
X, 1,0000 0,5649 -0,3806
X, — 1,0000 0,3583
X5 e — 1,0000

Fase del procedimiento metodolégico

1. Elegir como primera variable explicativa, aquella cuyo coeficiente de correla-
cién lineal con la variable explicada sea el maximo.

Xy X, X3

y 0,9695 0,5477 -0,5165

2. La variable elegida ha sido la x,

3. Contrastar, si el coeficiente de correlacién poblacional entre la variable expli-
cad y la variable explicativa elegida es —significativamente— diferente de cero

El test de hipdtesis que hay que realizar es el siguiente:

Hoipy,xl =0
H13Py,x1 #0

Como resultado de la aplicacién de la regla general de decisién de dicho test

concliiimaos ane com

-2,132 > 79113 > 2,132

Para un nivel de significacién del 0,1 rechazamos la hipétesis nula y, por con-
siguiente, el proceso de eleccién de variables continda.

4. Laecuacién de regresion estimada —en la primera etapa— adopta la siguiente
forma:

vy =1,1429 40,7143 x,

5. El célculo de las estimaciones de los cuatro indicadores expresados —en la
primera etapa— se refleja en la siguiente tabla.
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Resid Residuos Residuos Distancia de
Y, esiauos normalizados | estudentizados COOK
! estimados . . .

estimados estimados estimada

0 0,2857 0,7559 1,0443 0,5998

0 -0,4286 —1,1340 -1,3506 0,3821

1 -0,1429 -0,3781 -0,4177 0,0193

2 0,1428 0,3778 0,4174 0,0192

3 0,4285 1,1337 1,3502 0,3819

3 -0,2858 -0,7562 -1,0956 0,6602

Teniendo en cuenta el criterio aportado por la distancia de COOK, no eliminamos
ningun individuo y, por consiguiente seguimos el proceso metodoldgico.

6. Elegimos como segunda variable explicativa, aquella cuyo coeficiente de co-
rrelacion lineal de BRAVAIS-PEARSON con la variable residual estimada —en la
primera etapa— sea maximo.

X, X, X3

e —-0,0001 0,0000 -0,6017

7. La variable elegida ha sido la x,.

8. Contrastar, si el coeficiente de correlacién poblacional entre la variable resi-
dual estimada —en la primera etapa— y la variable explicativa elegida es —signifi-
cativamente— diferente a cero.

El test de hipétesis que hay que realizar es el siguiente,

Ho:pe:‘*‘),x} =0
H3:pe*(”,x3 #0

Como resultado de la aplicacién de la regla general de decisién de dicho test
concluimos que, como:

-2,132 < 1,5067 < 2,132

Para un nivel de significacién del 0,1 aceptamos la hipétesis nula y, por consi-
guiente, el proceso de eleccion de variables se para.

Por lo tanto, la ecuacion de regresién estimada es,
vy =1,1429+0,7143 x,
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Comentarios

El hecho de que, hayamos reiniciado el proceso de eleccién de variables por la

eliminacién de individuos atipicos, nos conduce a un resultado de interés, en cuanto
a las variables retenidas en la estimacién de la ecuacién de regresién. En lugar de haber
retenido tres variables: X, X, y X;, hemos retenido una variable: x,. Aunque, sin duda
alguna, con las tres variables obtenemos una varianza residual menor que con una,
sim embargo, consideraremos el caso de una ya que, esta mos aporta resultados
satisfactorios, en cuanto a la estimacién se refiere.

«La estimacién de la varianza residual con una variable habiendo eliminado

individuos atipicos es al menos dos veces menor que, la estimacién de la varianza
residual con dos variables, sin haber eliminado individuos atipicos».

@

(€3
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“

&)

(6)
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