Anales de la Real Academia de Doctores
Volumen 3, pp. 143-156, 1999

UN NUEVO PROCEDIMIENTO
PARA LA DETERMINACION DEL TAMANO
DE LA MUESTRA EN LAS CIENCIAS
EXPERIMENTALES *

FraNncisco JAVIER Diaz-LLANOS Y SAINZ-CALLEJA

Resumen

En el marco del tema de procedimientos de muestreo nos hemos centrado en el
cdlculo del tamafio de la muestra mediante métodos tradicionales. Dentro de estos
métodos, hemos introducido la novedad de encontrar unas formulaciénes que nos
permiten determinar el tamafio de una muestra aleatoria simple y a posteriori una regla
general de decision cuando realizamos un test de hipétesis simple conjunto para los
pardmetros asociados a la Ley de LAPLACE-GAUSS [Karl PEARSON: ley normal
(1893), KRAMP: tablas de la ley normal (1899)]

Introduccion

Durante un dilatado periodo de tiempo hemos estado en contacto con investigado-
res de ciencias experimentales y comprobamos que éstos se preguntaban casi sin cesar
la eterna pregunta: «gcudl debera ser el tamafio de la muestra para que mis ensayos
fueran lo mas representativos posible?».Por lo general, para contestar a esta pregun-
ta aplicaban directamente las férmulas contempladas en los libros de Estadistica en los
casos de un test de hipétesis simple para los pardmetros media y varianza poblacional,
de forma separada, asociados a la Ley de LAPLACE-GAUSS. Cuando realizaban un
test de hipdtesis simple, tanto para la media como para la varianza poblacional, tenfan
que disponer de alguna referencia sobre la varianza y la media poblacional, respecti-
vamente. Sin embargo, para dar un valor a priori a estos pardmetros, en ocasiones,
resulta bastante comprometido por la falta de conocimiento que se tiene acerca de
ellos. Por lo tanto, los resultados que obtenian no reflejaban, en modo alguno, todo el
interés que ellos deseaban. A raiz de esta forma de proceder, supusimos que los resul-
tados que obtendrdn serdn ain de mayor interés si en lugar de realizar un test de
hipotesis simple por separado —bajo una suposicién un poco aventurada para los
parametros de la poblacion— lo hicieran de forma conjunta. Sin duda alguna, su

* Conferencia pronunciada el 9 de diciembre de 1998,
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procedimiento presentaba un grave inconveniente a nivel operativo, ya que revisando
la bibliografia de Estadistica no encontramos en ningdn libro las férmulas adecuadas
para aplicar en este caso concreto. Por esta razén, empezamos a investigar este tema
que supone un enorme interés en las ciencias experimentales.

Después de documentarnos adecuadamente, comenzamos a investigar sobre este
tema con el fin de encontrar las formulaciones adecuadas.

Finalmente, tras un largo periodo de tiempo, encontramos las formulaciones que
nos permitian el cdlculo del tamafio de la muestra no s6lo mediante un procedimiento
aproximado, sino también exacto y las introducimos en el libro titulado: «Formulacio-
nes de interés en la estadistica aplicada» [9].

Mientras que el procedimiento aproximado no contemplaba ningin problema a
nivel operativo ya que hacia uso de la variable aleatoria x* [ Helmert (1876), Karl
PEARSON: test de la %* (1900)], el procedimiento exacto si lo presentaba ya que hacfa
uso de la variable aleatoria %’ no-centrada.

Decimos que si lo contemplaba puesto que dicha ditribucién no se encontraba
recogida en el software estadistico mds difundido en el mercado espafiol. Nos referi-
mos al paquete de programas Statgraphis. Plus ( para Windows ) e incluso el SPSS
7.5.2 (versién en castellano para Windows 95 y Windows NT).

Sabemos que entre los 19 médulos de la dltima versién del mencionado SPSS se
encuentra uno titulado «Sample Power», que precisamente nos permite determinar el
tamafio de la muestra para la investigacién antes de que los datos sean recogidos. No
obstante, por desgracia,no incluye nuestro caso concreto.

Sin embargo, buscando en la bibliografia francesa hallamos un paquete de progra-
mas ad hoc para las distribuciones (PAC) [18]. Ni que decir tiene, que en dicho
paquete de programas si se encontraba la distribucion x* no-centrada. Por consiguien-
te, nos dispusimos a pedirlo para proceder a su estudio. Luego una vez que ya sabia-
mos manejarlo, el cdlculo del tamafio de la muestra, desde un punto de vista operativo,
para nuestro caso concreto era ya pura rutina.

PROCEDIMIENTO

En primer lugar, mostraremos un procedimiento para la determinacion del tamafio
de la muestra y, en segundo lugar, propondremos una regla general de decision, que
nos permitird decidir si aceptamos o rechazamos la hipétesis nula que vayamos a
someter a un test de hipétesis simple fruto de las restricciones resultantes de la toma
en consideracién de determinadas verificaciones empiricas.

En nuestro caso en concreto, la hipétesis nula la presentaremos de la siguiente
manera:

Hy:p=p,
g =)
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Por otra parte, dado que toda hipétesis nula debe ir acompafiada de su contra
hipétesis:(hipdtesis alternativa), el investigador deberd formularla a su vez de una de
las dos maneras que mostramos a continuacion:

Hi H=H1,
o’=o1
> 2> 2
,u'o ,u]' Oo (o]

o bien

Hi H=H,
2_ 2
O —O0)
< 2< 57
,Llo ,u-/; Oo (0]

Una vez establecidas las hipétesis asociadas a los pardmetros de la Ley de LA-
PLACE-GAUSS, en primer lugar, el investigador deberd tomar la decision, en su
experimentacién concreta, no sélo de cual va a ser el nivel de significacion que elija,
es decir, el umbral critico de decision a partir del cual aceptaremos o rechazaremos
la hipétesis nula, sino también de la potencia del test. En segundo lugar, nos dispo-
nemos a extraer una muestra aleatoria simple de tamafio pequefio, para verificar si la
muestra es compatible con la hipétesis nula.

Teniendo en cuenta todas las hipotesis establecidas, tanto mo distribucionales
como distribucionales, deduciremos aquellas férmulas que nos permitirdn responder
a los dos puntos claves de esta ponencia: el tamaiio de la muestra y la regla general
de decision, bajo las dos situaciones hipotéticas que ya hemos mencionado.

Pero antes de abordar el tema del tamafio de la muestra en el caso que nos ocupa
vamos a recordar que forma tenian las formulaciones de partida del nivel de signifi-

cacion y de la potencia del test para el cdlculo del tamafio de la muestra en las dos
situaciones siguientes:

Primera: Calculo del tamafio de la muestra

Situacion hipotética

Ho 1= 1,
H H=H,
:ua>:l’tl

o’ :conocido
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Las formulaciones que proponemos para expresar la forma que adoptan, tanto en
el nivel de significacién como en la potencia del test son las siguientes:

ar=P(X, <K' (o) /=1,

n=P(x, <k (o) /=1,

El tamafio de la muestra se obtendrd igualando los umbrales criticos de decisién
contenidos en ambas férmulas. Si operamos de forma conveniente nos da:

2
-1 -1
62 FLG(O,I) (Tl) - FLG(O,]) (al)

(.uo -4 )2

n=

Segunda. Calculo del tamafio de la muestra
Situacion hipotética

P S
Ho-o-_o—o

2 2
H;'o' =01

2 2
O.o>61

M : conocido

Las formulaciones que proponemos para expresar la forma que adopta tanto en el
nivel de significacién como la en potencia del test, son las que siguen a continuacién:

i=n

Z(Xi _‘u)z

o, =P, %SKI(O(I)/O'Z =0

i=n

Z(Xi _.U)z

n=P = . <K'(o,)/c* =0}
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El tamaifio de la muestra se obtendrd igualando los umbrales criticos de decisién
contenidos en ambas férmulas. Operando de forma conveniente resulta:

O'i _ Eil' IZI(T])
Gi }71'12(061)

Tomaremos aquel n que verifique lo maximo posible esta relacién

PRIMERA SITUACION HIPOTETICA
1. DETERMINACION DEL TAMANO DE LA MUESTRA

Es razonable pensar que asi como la variable aleatoria contenida, tanto en el nivel
de significacién como en la potencia del test, para las dos situaciones que acabamos
de mostrar se fijaba mediante la aplicacién del lema de Jerzy NEYMAN-Egon PEAR-
SON, en nuestro caso concreto, procederemos de la misma manera. El punto de partida
para la construccién de la mejor region critica es el siguiente:

. 2
L (x1;x2;-~-;x”; ,UO,O'o)

<K,
L(XI:.XZJ"'an!.:ul’O-i) (a])

Ahora si construimos las funciones de verosimilitud asociadas a la hipétesis
nula y a la hipétesis alternativa para nuestro caso concreto y operamos de forma
adecuada, llegamos a la mejor region critica, que adopta la siguiente forma:

2

z)logeK*(oc,)—loge[o-—;]
n o, )
1 1 + A, -9, se acepta H,
£0_3_0_3J
2

2 log, K, (e, )-log, 0—12
2\ Oy 2
> + A} =0, se acepta H,

11
ol o¢

en donde:

Si s2+(x, +A,) s(

Sl S:? +(’?n +AI)

2 2

A = HoOy — O,
1 2 2
Oy —0;

2 2 2 2
B _ K0y —HyO,
1 2 2

0y — 0,
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Por lo tanto, las férmulas de partida, tanto para el nivel de significacién como para
la potencia del test, son las que presentamos a continuacién:

o, =P l(Si+(},,+A1 )2 )SKI(OU)/FL:.UOJO'Z:O'iJ

n="pr [(Sﬁ+(},,+m ) )SK’(ou)/,U=H1,02:Gf]

Ante esta situacidn, antes de igualar los umbrales criticos de decisién contenidos
en estas dos férmulas con el fin de llegar a una expresién analitica que nos permita el
célculo del tamafio de la muestra, hemos de identificar la variable aleatoria contenidas,
en estas dos férmulas.

Asf como en las dos situaciones ya mencionadas estd claro que el umbral critico
de decision va a depender de la funci6n inversa de la funcién de distribucién de la
variable aleatoria de LAPLACE-GAUSS [0,1] para un area concreta y de la funcién
inversa de la funcién de distribucién de la variable aleatoria y* de Helmert con n
grados de libertad para un area concreta, en nuestro caso, no estd tan claro cudl va
a ser la ley de probabilidad que utilizaremos.

De la mera observacién de la variable aleatoria contenida en la expresion proba-
bilistica que define el nivel de significacién, resulta razonable pensar que podria
tratarse de la %* no-centrada, aunque tal como estd definida no se identifica en nin-
guno de los libros que contempla la extensa bibliografia que hemos consultado. Asi
pues, en este caso concreto, procederemos a la realizacién de un conjunto de transfor-
maciones que tengan cierto sentido, en base a las que se hacen en las dos situaciones
ya aludidas en dicha expresién probabilistica.

Dichas transformaciones que se contemplan a lo largo del desarrollo que mostra-
mos a continuacién nos permitirdn hacer uso de los resultados ya conocidos tales
como:

P[(Sj +()?n +A1)2)SKI((X1)/#=.U0’O'2 =65J=

= P[LZ(SIf + (‘Yn _:u'O +aLl0 -l-Al)z)S M:, =
O-O O70
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I
~ P2, +| Lo+ At | < nK ()
n-1 0_0 (72
0

In

Entre las cinco definiciones equivalentes de la %* no-centrada que figuran en la
extensa bibliografia que disponemos, una de ellas contemplada en el libro del profesor
DACUHNA-CASTELLE [7] se adapta a la que hemos deducido. Por consiguiente, ya
estamos en condiciones de poder continuar hasta deducir el umbral critico de deci-
sién tal como vemos a continuacion:

2

A K
Pl g2, +| LG+ 2T e | T GS“') _
0 0

Vn

I I
_ Pl:lf;x B nKGSoc1 )} _p [ ()

Por lo consiguiente, el nivel de significacién adopta, en nuestro caso concreto, la
siguiente forma:

nK' ()

0 = —_

Luego, con el fin de obtener una expresion analitica para el cdlculo del umbral
critico de decision tendremos que pre-multiplicar ambos miembros de esta igualdad
por la funcién inversa de la funcién de distribucién de la variable aleatoria %* no-
centrada.

A partir de lo cual se deduce el siguiente resultado:

2

o -1
K[(al)leo F, (al)

Dado que las transformaciones que tienen cierto sentido dentro de la expresién
probabilistica asociada a la potencia del test son las mismas que en el primer caso, las
omitimos; y por consiguiente, nos limitaremos a mostrar la férmula final que nos
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permita calcular el umbral critico de decisién en funcién de la funcién inversa de la
funcién de distribucién de la variable aleatoria %* no-centrada para un area concreto
( potencia del test).

ol -
K'@)-2 Pl

Por dltimo, igualando los dos umbrales criticos de decision obtenido mediante las
férmulas definidas por el nivel de significacion y la potencia del test llegamos, sin
dificultad, a la férmula que nos permite el cdlculo del tamafio de la muestra:

-1
o-_(? Flz?:l (T’)

2~ d
o Fae)

Tomaremos aquel n que verifique lo mdximo posible esta relacidn.

El pardmetro A lo calcularemos mediante la siguiente férmula:

lzlz(AI“L.uo)z

o

endonde

2 2
:u‘o [op] _u]O-O

A=
2 2
Oo-01/

REGLA GENERAL DE DECISION

La regla general de decision no serd estrictamente la obtenida mediante la apli-
cacién del lema de Jerzy NEYMAN - Egon PEARSON, ya que en ella aparece la
constante asociada a dicho lema K, () siendo ésta desconocida. De ahi que, la regla
de decisién la enunciamos del siguiente modo:

Para una muestra de media X, (valor particular de X,)
y de varianza s (valor particular de S?) susceptible de ser extraida,
la hipétesis nula serd rechazada o aceptada bajo la siguientes condiciones:

2
Si s2+(x, +A,) <% Fp, (o) se acepta H,
n

2
Si s2+(% +4,)7 >2% Fj (o) se acepta H,
n
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Ni que decir tiene que para tomar la decisién de aceptacion o rechazo de la hipd-
tesis nula tenemos que disponer de los valores numéricos asociados a la muestra que
extraigamos de la variable aleatoria de LAPLACE-GAUSS.

En el caso hipotético de que el investigador no disponga de datos, le recomienda-
mos que proceda a la realizacién de una simulacién de la variable aleatoria de LA-
PLACE-GAUSS utilizando el método de G.E.P.BOX- M.E.MULLER [5] o bien el
de G.MASAGLIA [21].

SEGUNDA SITUACION HIPOTETICA

Puesto que el procedimiento para la obtencién tanto del tamaifio de la muestra
como de la regla general de decisién resulta anilogo a la primera situacion hipo-
tética, para no ser reiterativos, nos limitaremos en exponer el resultado de los desa-
rrollos, que es el siguiente:

TAMANO DE LA MUESTRA

n
le(Az +,uo)2

0

2 2
_H9, —HO,

AZ
o' -0;

Tomaremos aquel n que verifique lo maximo posible esta relacién.

REGLA GENERAL DE DECISION

2
Si sf .,.(;” +A2)2 ZG—O FI’Z:?;A (1—0:2) se acepta H,
n
8 0'2 -1
Si 33 + (;” +A2)2 <0 Fp, (1—0(2) se acepta H,
n

APLICACION
Sea X una variable aleatoria que representa el rendimiento de un proceso productivo.

Sabemos, por experiencia, que la variable aleatoria X sigue la Ley de LAPLACE-
GAUSS:

X LG (u,0?)
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Si nos atenemos a las restricciones resultantes de la toma en consideracion de
determinadas verificaciones empiricas, proponemos la realizacién de un test de hipo-
tesis simple para la hipétesis nula:

H,:pu=2
o’=3
frente a la hipétesis alternativa:
H op=1
o =12

Asi pues, a tal efecto, nos disponemos a extraer de X una muestra aleatoria simple
de tamafio pequefio, para asi de verificar si la muestra es compatible con la hipétesis
nula.

Finalmente, el propio investigador puede establecer que en su experimento tanto el
nivel de significacién como la potencia del test deben ser 0,28 y 0,70 respectivamente.

A partir de las hipdtesis distribucionales y no distribucionales establecidas, preten-
demos determinar:

1. El tamaifio de la muestra

2. El umbral critico de decisién.

RESOLUCION ESQUEMATICA
1. TAMANO DE LA MUESTRA

Haciendo uso de la férmula ya expuesta en la primera situacién hipotética, estamos
ahora en condiciones de poder construir tanto la tercera columna como la cuarta,. El
proceso de construccién de la tabla se detendrd cuando el valor de la quinta columna
sea igual o casi igual a 1,5.

En nuestro caso concreto, tal como mostramos a continuacién en la tabla adjunta,
eln=7.

-1
-1 -1 2
n A F 2, (0,70) Fi,(0,28) Lo BT
F2,(0,28)
01 03 05,0920 01,3340 3,8171
02 06 09,9681 04,3907 2,2703
03 09 14,6160 07,6801 1,9031
04 12 19,1554 11,0849 1,7281
05 15 23,6276 14,5625 1,6225
06 18 28,0529 18,0914 1,5506
07 21 32,4430 21,6590 1,4979
08 24 36,8054 25,2570 1,4572
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2. UMBRAL CRITICO DE DECISION

Haciendo uso de la férmula ya expuesta en la primera situacién hipotética, pode-
mos calcular el umbral critico de decision:

K'(0,28)=9,2824

Por consiguiente, si con las datos provenientes de una muestra aleatoria simple de
tamafio 7 calculamos su media y su varianza, podemos determinar lo siguiente:

s§+(f7+1)2

Finalmente, concluiremos que si el valor proveniente del cdlculo de esta cantidad
es menor o igual a la del umbral critico de decision, aceptamos la hipétesis nula; es
decir, la muestra es compatible con la hipétesis nula.

ACLARACIONES DE LAS NOTACIONES MAS RELEVANTES
o=, +a,
o : nivel de significacion
o, : nivel de significacién

[test de hipétesis unilateral a la izquierda]

[oe:ozl +0,;0, = 0]

a, . nivel de significacién
[test de hipdtesis unilateral a la derecha]

o =0, +0,;0, =0]

K'(e)

Umbral critico de decisidn
[test de hipdtesis unilateral a la izquierda]

K (e,)

Umbral critico de decision
[test de hipdtesis unilateral a la derechal

K.(ey) Y K (e,)
Constantes del lema de Jerzy NEYMAN-Egon PEARSON
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. 2
L(xl’xZ ""5xn"l’10700 )

Primera funcién de verosimilitud
asociada a la hipétesis nula

Hy:p=p,
c’=0!

. 2
L()cl,)cz,...,x,,,,ul,O’1 )

Primera funcién de verosimilitud
asociada a la hipétesis alternativa

Hy:p=pu,

o’ =0}

Xl LG (0,1)
O

Jn

La variable aleatoria V sigue
la Ley de LAPLACE-GAUSS (0,1)

nS?
_ n > 2
W - 2 Zn—l

0
La variagle aleatoria W sigue
la Ley X, de Helmert (1876)

-1

F 60, (5)

Funcién inversa de la funcién de distribucién
de la variable aleatoria de LAPLACE-GAUSS[O0,1]
para un area igual a §:68 € [0,1]

-1
Fy (5)

Funcién inversa de la funcidn de distribucién
de la variable aleatoria X, de Helmert (1876)
para un area igual a §:6 e [0,1]

-1
Fxf;l (5)

Funcién inversa de la funcién de distribucién
de la variable aleatoria X, para un area igual

ad:6el0]]
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